OPCION A

Ejercicio 1 de la opcion A del modelo 1 de 1998.
Considera la funcion f : R - R definida por f(x) = [x+3|
(a) Estudia la derivabilidad de f.
(b) Dibuja las gréficas de fy f".
Solucion
x+3 si x=-3
-x-3 si x<-3

f(x)=|x+3| :{

(a)
f'(x):{l si X >-3
-1 si x<-3
Para ver si es derivable en x = 3, tenemos que ver que f*(-3%) =f'(-3")
f -39 =lim, & f*X)=lim,_ .3 (1)=1
fr3)=limy. 3 f(X)=limy_ .3 (-1)=-1
Comof*(-3%) #f(-3"), no existe f * (-3)
(b)

La grafica de f esta en rojo y la de f * en azul. Ambas son trozos de rectas y faciles de pintar
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Ejercicio 2 de la opcion A del modelo 1 de 1998.
(a) Representa las curvas de ecuaciones y = x*—3x+3 e y = X, calculando donde se cortan.
(b) Halla el area del recinto limitado por dichas curvas.

Solucién
@
y = Xx“ = 3x + 3 es una parabola, su vértice es V=(1'5, 0'75) ( su abcisa es la solucién de f * (x) = 0), no corta
al eje de abcisas porque f(x) = 0 no tiene solucién real, y corta al eje OY en (0,3)

y = x es la bisectriz del primer y tercer cuadrante.
Sus gréficas son (en rojo la pardbola y en azul la bisectriz)

37 22— 3x+3

y=x

(b)

Para determinar el &rea tenemos que localizar los puntos donde coinciden la recta y la pardbola, es decir las
soluciones de la ecuacién ecuaciones x> -3x +3 = x, es decir las soluciones de x* —4x +3 = 0, que son X
=1 yx=3.

2 3
4’2‘ -3x} = [ (-27/3+36/2-9) - (-1/3+4/2-3) ] =
1

Area= f [X'(X2 '3X+3)]dxz.[13 ['XZ +4X+3de: {47)(3 ¥

4/3 u.a.



Ejercicio 3 de la opcion A del modelo 1 de 1998.
Dados los puntos A =(1,0,1), B=(0,0,-1) y C=(3, a, B), se pide:
(a) Determina, si es posible, ay B de forma que los tres puntos estén alineados.
(b) Encuentra, si existe, un punto Q situado en el eje QY y tal que el triangulo ABQ sea un triangulo
rectangulo con angulo recto en B.
(c) Si D es el punto D=(2,0,-2), prueba que el triangulo ABD es rectangulo y calcula su area.

Solucién
A=(1,0,1), B=(0,0,-1) y C=(3, a, B),
(a)
a, B C

Si A, B, C estan alineados entonces AB=A CD, con lo cual las componentes de los vectores son
proporcionales.

AB=(-1,0,2), CD=(2,a,5-1)

de donde obtenemosa =0y =5

(b)

Si Q est4 situado en el eje OY, es de la forma Q(0,y,0). Si el triangulo ABQ sea un tridngulo rectangulo con
angulo recto en B, los vectores BA y BQ son perpendiculares con lo cual su producto escalar es cero.

BA =(1,0,2) , BQ =(0,y,0) por tanto BA*«BQ =0 +0 +2 # 0, por tanto no existe ningln punto Q que cumpla
esas condiciones.

(c)

El triangulo ABD es rectangulo, con D=(2,0,-2) si y solo si los vectores BA y BD son perpendiculares, es
decir BA*BD =0, pero BA =(1,0,2), BD =(2,0,-1) yBA«BD =2+0-2=0.

Como es un triangulo rectangulo el area es % de careto por cateto, por tanto
Area=1/2|BA||BD|=1/2/5/5=5/2 u.a.

Ejercicio 4 de la opcion A del modelo 1 de 1998.
1 1 1)x 2
Considera el sistema de ecuaciones lineales | -k 3 -1||y |=| -3
1 2 k)\z -5

(a) ¢Para qué valores de k no tiene inversa la matriz de los coeficientes?
(b) Discute el sistema segun los valores de k.

Solucion

©)

La matriz A no tiene inversa si y solo si su determinante es cero
11 1 (1 0O 0

|Al=]-k 3 -l=|]-k 3+k -1+k|=
1 2 kl |1 1 k1
Por tanto sik =1 y k = -2 el determinante de A es cero.

(b)
Sik #1 yk #-2 el sistema tiene solucién Unica.
Sik =1, lamatriz de los coeficientes A y la matriz ampliada A son

3+k k-
K-

i':(k-l)(k+2)

111 111 2
A=|-1 3 -1| y A'=|-1 3 -1 -3
1 21 1 21 -5

1 1
Como |A[=0 vy ‘1 37t0,elrangodeAe52.




11 3|11 3
* '1 *
EnA como |-1 3 -3/=|0 4 -1 :‘ ‘:-28+1¢ 0, tenemos rango (A) = 3, y por el Teorema de Rouché-
1 2 -5 10 1 -7
Frobenitis como rango(A):2¢3:rango(A*) el sistema es incompatible.

Si k =-2, la matriz de los coeficientes A y la matriz ampliada A’ son

11 1 111 2
A=|2 3 1| y A'=|2 3 -1 -3
12 -2 12 -2 5

11
Como |A[=0 vy ‘2 3¢O,el rango de A es 2.

11 2112
EnA'como |2 3 -3/=|0 1 -7|=

12 -5 01-7
como rango(A) = 2 = rango(A) el sistema es compatible e indeterminado y tiene in  finitas soluciones

1 '7 *,
‘ ‘: 0, tenemos rango (A ) = 3, y por el Teorema de Roliché-Frobenils

Lo resolvemos (No lo piden)
Como el rango es 2 tenemos dos ecauciones (las dos primeras, con las que he formado el menor distinto de
cero), y dos incognitas principales.

1 1 1)x 2
Resolvemos la ecuacion matricial | -k 3 -1y |=| -3
1 2 k)\z -5

X+y+z:2

2X+3y—z=-3

X+2y—-2z=-5
X+y+z=2 - X+y+z=2
2X+3y—z=-3. F,+ F;-(-2) - y-3z=-9.

Tomando z=A OR, tenemos y=-9 + 3\, conlo cual x+ (-9 + 3A) + (A) = 2, luego x = 11 - 4A.
Solucidn del sistema para k =-2: (x,y,z) =(11-4 X,-9+3A,A)con AOR.

OPCION B

Ejercicio 1 de la opcion B del modelo 1 de 1998.
(a) Sabiendo que F es una primitiva de una funcion f, halla una primitiva de f que se anule en el punto x = a
(b) De una funcién g : 0 - [0 se sabe que es dos veces derivable y también que g(0) =5, g‘(0)=0 vy g
“(x) = 8, para todo x O [0. Calcula una expresion algebraica de esta funcion g.

Solucion

(a)
Si F es una primitiva de f entonces F * =f
F(x)+K= j f(x)dx
Como se anula en x =a, F(a) + K =0 de donde K = -F(a) y cualquier otra primitiva es de la forma G(x) = F(x)
-F(a)

(b)
g es dos veces derivable, g(0) =5,g‘(0)=0yg " (x) = 8.
Por el teorema fundamental del calculo integral que dice: Si f(x) es continua en [a,b] entonces la funcién

F(x):_[:f(t)dt es derivable y su derivada es

F'(x):( j:f(t)dt) =f(x)
Aplicandolo a nuestro caso tenemos
g‘(x)zjg"(x)dxzj 8dx=8x+K

Como g ‘(0) = 0, tenemos 0 =0 + K, luego g ‘(x) = 8x + 0 = 8x
Volviendo a aplicar el Teorema fundamental del calcula integral

g(x):Jg'(x)dX:IBde:8x—zz+K



Como g(0) = 5, tenemos 5 = 0 + K, de donde K = 5. Por tanto g(x) = 4x° + 5.
Ejercicio 2 de la opcion B del modelo 1 de 1998.

Calcula Iiml'CL(X-l)

1 (In(x))*

, siendo In(x) el logaritmo neperiano de x.

Soluciéon

”ml-cos(x;l) _1-cos(0) :(gj , aplicandole la regla de L Hépital
=1 (In(x)) (In(1)) (O

. sen(x-1) . x.sen(x-1) 1.sen(0) (0O . .
—I|m1 1 —I|m1 = =| — |, volviendo a aplicar la regla
X 2.In(x). = x-1 2In(x) 2In(1) 0
X
—lim 1.sen(x-1)+x.cos(x-1) _sen(0)+0.cos(0) _9_0
x-1 2 1 2.1 2
X
Ejercicio 3 de la opcion B del modelo 1 de 1998.
1 -2 1
De la matriz Adada por A= 2 3 5 |, se sabe que no tiene inversa.
2 8 «a

(a) ¢ Cuanto vale a ? Justifica la respuesta.
1 -2 1)x) (3

(b) Resuelve el sistema |2 3 5| y|=|2
3 8 a)\z 1
(c) ¢ Existe alguna solucién de dicho sistema cony =-1?

Solucién
(@)
1 -2 1
Silamatriz A=| 2 3 5 |notiene inversa, su determinante es cero
2 8 «a
1 -2 111 0 O
|Aj=]2 3 5|=2 7 3 |=70-63=0
3 8 a| 3 14 a-3
de donde a =9, puesto que A no tien inversa.
(b)

Como |[A| =0, el rango de A es 2. Para que el sistema tenga solucion el rango de la matriz de los coeficientes
A tambien tiene que ser 2, es decir el determinante formado por las dos primeras columns de a y los
términos independientes tiene que ser cero. Pero

1 -2 3
2 3 2=0
3 8 1

con la cual rango de A" = 2, y el sistema tiene solucién.
Como el rango es 2 solo se necesitan dos ecuacones, y por comodidad elegimos las dos primeras
X—-2y+z=3
2X+3y+5z2=2
Tomando z = A0, nos queda el sistema
X—2y=3-A
2x+3y=2-5\
Resolviendo este sistema de dos ecuaciones con dos incognitas obtenemos x = (13- 13\) /7 e y=(-4-
3\) / 7, es decir la solucio6n de este sistema indeterminadao es
xy,2)=((A3-13N) /7, (-4-3N)/7 , A )
(c)
Como me piden la solucion paray = - 1, tenemos de la solucién anterior
xy,2)=((13-13N) /7, (-4-3N\)/7 , A\ )igualando los valores de “y”
-1=(-4-3\N)/7,de donde A = 1, y sustituyendo tenemos:
xy,2)=((13-13.1)/7, (-4-3.1)/7 , 1 )=(0,-1, 1)
Ejercicio 4 de la opcion B del modelo 1 de 1998.



Halla la ecuacion de una circunferencia sabiendo que su centro esté en la recta de ecuacion y = x+1, que es
tangente a larectay =x, y que también es tangente a la rectay = 0.

Solucién
La ecuacion de una circunferencia de centro (a,b) y radio r es (x — a)> + (y - b)* = r°.
Como me dicen que el centro estd en larecta y = x+ 1, tengo que b=a+ 1.
Como me dicen que es tangente a la recta y = 0, que es el eje de abcisas, y sabiendo que el radio es
perpendicular en el punto de tangencia, resulta que la ordenada en ese punto de tangencia que es b coincide
con el radio, esdecirb=a+1=r.
Como me dicen que es tangente a la rectay = x, y el centro esta en larectay = x + 1, que es paralela a la
anterior, resulta por otro lado que el radio r es la distancia entre las rectas paralelas s=y = x e tzy = x+1,
luego

r=d(s,t)= M -1

VI +12 2
recordando la férmula de la distancia entre dos rectas paralelas s=smx+ny+p=0 y t=m’x+n’y+p’=0
P-p]

d(s,t)=——
Jm?+n?
Tenemos por tanto r—i a+1—r—i—b
V2 V2
De donde a:i-lzﬂ
2 U2
2 2 2
. . . . 12 1 1
Por tanto la ecuacién de la circunferencia pedida es | x- +Hy|—= || =|—=
P { [ﬁ jj (y (ﬁD (ﬁj

Una gréfica de ello seria

y=x+1

y=x

; /1 05 0 05 1

donde la recta donde est4 el centro esta en azul, la recta y = x en rojo




